Je tiens a remercier lYbnsieur EENECHERE, etudiant 5GP, 
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M > CANIQUE DES PLUIDES 



INTRODUCTION 



La mecanique des fluides est l'e'tude du mouvement des liquides 
et des gaz. II est done necessaire avant toute chose de defi- 
nir un fluide. 

Un solide est un corps qui ne subit qu'ur.e deformation limitee 
tant que la contrainte ne depasse pas un certain seuil (seuil 
de plasticite). Un fluide est un milieu pour lequel ce seuil 
est nul . La notion de fluide s'oppose a celle de solide : un 
fluide est un corps qui peut facilement s'^couler, e'est a di- 
re changer de forme sous l'action d'une force tres faible. La 
limite entre liquide et solide est assez difficile a preciser, 
la definition £tant relativement imprecise. Certains etats 
sont interm^diaires entre les deux : par exemple, le verre en 
fondant passe par toute une serie d'^tats intermediaires entre 
le solide et le liquide. 

Dans la suite du cours, nous ne considererons que des fluides 
courants, e'est a dire ceux pour lesquels les changements de 
forme peuvent etre accomplis sous l'action d'une force aussi 
faible que possible (seuil nul). Nous etudierons successive- 
ment l'equilibre d'un fluide ( Statique des Fluides ou Hydro - 
statique ) et le mouvement d'un fluide ( Dynamique des fluides 
ou Hydrodynamique ) . 
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Les phenomenes envisages en m^canique des flu ides ayant un ca- 
ractere macroscopique, un fluide y sera assimile" a. un milieu 
continu. Ceci veut dire que l'on peut decomposer ce milieu en 
Elements de volume inf initesimaux, cheque element de volume 
constitue d'un nombre considerable de molecules pouvant etre 
considere corame suf f isamraent grand par rapport aux distances 
entre molecules. Dans le cas du fluide, ces elements de volume 
(ou t>articules fluides) sont libres de se deplacer les unes 
par raoport aux autres alors que dans le solide elles sont so- 
lidement liees entre elles. 

Les fluides que nous etudierons seront isotropes , mobiles 
(n'ont pas de forme propre : ils ont la forme du recipient qui 
les contient ou ils s'ecoulent). 

Leur deformation peut s * accompagner ou non d'une resistance : 
dans le Ier cas, le fluide est visqueux (fluide reel) 
dans le 2e cas, le fluide est parfait (II ne faut pas d'ener- 
gie pour modifier sa forme). 

II n'y a pas de forces de viscosite lorsque le fluide est a 
l'equilibre, ces forces decroissant avec la Vitesse et s'annu- 
lant avec elle : la statique des fluides reels est par conse- 
quent identique \ la str-tique des fluides parfaits. 
D'autre port lorsqu'on etudie un liquid" peu visqueux et pour 
des vit g ^' faibler, lee forces de viscosite sont negligeables 
et le liauide se comoorte corame un fluide parfait d'oii l*inte- 
r£t de la dynamique des fluides parfaits. 

Liquide et gaz ; la notion de compressibilite permet de sepa- 
rer les liquides des gaz. 

- In liquide est un fluide qui occupe un volume determine^ ce 
volume ne pouvant varier que tres peu (sous 1' action de t° ou de 
la pression) 
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- Un gaz au contraire occupe tou jours le volume maximal: c'est 
un fluide essentiellement compressible ou expansible. 

Nous admettrons dans la suite du cours que l'4tudiant est fa- 
milier avec les notions elementaires de mecanique des milieux 
continus. 
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I ST AT I QUE PES FLUIDBS 



I-I Principes .et Theoremes gendraux t 

I-I a) Pression en un point d'un fluide en equilibre : 



un point d'un fluide en equilibre, on appellera pression en 
ce point la valeur s 



Dans un fluide en equilibre, la pression est normale a la sur - 
face correspondante et elle est dirigee vers l'interieur de la 
masse fluids considered. Puisque le fluide est a l'^tnt d'equi- 
libre, une deformation infiniment petite, realisee a partir de 
l*6tat d 1 equilibre et qui aurait pour effet de faire glisser 
le fluide parallelement a dS doit s'effectuer sans travail : 
la composante tangentielle de &F est done nulle. 
La valeur de la pression ne depend pas de 1 'orientation de dS. 
En effet, isolons une portion cylindrique horizontale de flui- 
de limitee par deux surfaces dt> et dS 0 , dS 0 etant verticale et 
dS faisant l'angleffavec l'horizontale. 



Cefcte portion de fluide etant en equilibre^ la resultante des 
forces qui lui sont appliquees est nulle. 



Si &F est la force ^lementaire exerc^e sur une surface AS en 




(I) 




AB est un infiniment 



petit du ler ordro 
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Ges dernieres se composent : 
-forces de surface j 

. forces de pression dS sur dS et p^ dS 0 sur dS 0 
. force de pression sur les parois laterales du cylindre 
et qui est perpendiculaire a. AB 
-forces de volume t poids P du fluide contenu dans le cylindre. 

Inf iniment petites du 3eme ordre, ces forces sont negligeables. 
Si la r^sultante des forces appliquees est nulle, sa projection 
sur AB doit en particulier 8tre nulle. D'ou 
P A dS coso^ - p B dS 0 = 0 



mais dS cosc^ = dS 0 done p A = p B 



Done on voit que p est independent de 1 ' orientation de la sur - 
face . 

Cette pression en un point d'un fluide est done une grandeur 
scalaire qui ne depend que de la position du point s e'est la 
pression au point consider^. 

Remarque : Par definition, on appellera fluide par fait un flui- 
de pour lequel la force exercee est toujours normale a 1 'ele- 
ment de surface sur laquelle elle s'exerce, que ce fluide soit 
au repos ou en mouvement . Ainsi, il n'existe aucune force qui 
s'oppose au deplacement du fluide le long d'une paroi ou au. glis- 
sement de 2 filets fluides les uns sur les autres. 

Pour les fluides re"els, il n' en est ainsi qu'au repos. Qu and un 
fluide r£el est en mouvement la force exercee sur un element de 
surface presente une composante tangent ielle, consequence de 
leur viscosite. Cette composante diminue avec la vitesse de de- 
formation pour devenir nulle avec elle. Un fluide reel en equili- 
bre obeit ainsi aux mfimes lois qu'un fluide parfait. 

UNITE DE PRESSION : T „ , 
1 Newton 

Systeme S. I. s unite de pression est le Pascal = 



I dyne 1 ^ 

Systeme C. &. S. s barye = 4. P<y= 10 baryes 

cur 
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I bar = 10 baryes 

I millibar = I0 3 baryes (meteorologie) 

Parmi les unites pratiques, citons le Kgf/cm C£ Io J Pa, 

le cm de mercure qui est la pression exercee par une colonne 

o 

de I cm de mercure placee dans des conditions normales de t 
et de pression (^Hg = 13,595 IO 3 kg/m 3 k 0°C ) 
Icm Hg<xI333 Pa 

75 cm Hg et IO 5 Pa = I bar 

76 cm Hg a 1,013 bar = I atmosphere 

On utilise aussi en vide le Torr = I mm de mercure. 



I-I b) Equations f ondamentales de la statique des fluides s 

Considerons un cylindre droit de section dS infiniment petite 
entourant un point M et d'axe // a Oz. 




L'equilibre de ce cylindre se traduit par : 

ar?= o 

•&.P ^tant la somme des forces appliquees. 
Projetons cette egalite sur I'axe Oz : 

p dS - ^p + g|-dzjdS + £Z db da = 0 

Composantes de la force de volume !?*par unite de masse 
appliquee au flulde. 




© [G.FANTOZZI], [1975], INSA de Lyon, tous droits reserves. 



- 7 - 



^ = masse volumique 

Soit fZ - ^E- = 0 
^Z 

En consid^rant des cylindres dont les axes sont orient^s selon 
les directions Ox et Gy, on en d^duirait des Equations similai- 
res. D'ou le systeme d'^quations : 

fx - lE = 0 

dx 

(2)7 P Y - . 0 
» v ^y 



^F - grad p = 0 



V 



22 . o 



Remarque 8 Dans un fluide quelconque visqueux ou non en dquili - 

bre, toutes les contraintes sont normales. Le ten- 
seur des contraintes en un point est done sphe>ique : 
il est de la forme *3T j = - P^j-j 

les Equations d'Squilibre ( voir cours 3 GP t Equation II-5) 
s'^crivent : 

F^ forces par unite" de volume 

-^T, Vx, 



+ F 



•i-r 



?i — ^ forces de volume par unite" de masse soit I volume unite" 



bx, bx, V S P 



i 



grad p = ^ 



ou 



~I 55 



(2) 



^F = grad p 



(2) 



© [G.FANTOZZI], [1975], INSA de Lyon, tous droits reserves. 



Si la force F derive d'un potentiel c'est a dire si l'on a : 

_* 

Jf = — grad V 

le systeme d'equations peut s'^crire : 



^ grad V + graa p = 0 



(3) 



Consequence : Surfaces d'egale pression et surface libre d'un 
liquide : 

1) lies equations (3) montrent que le vecteur graS p normal a 
la surface p = Gte (isobare) est parallele en chaque point au 
vecteur *' et normal par consequent a la surface equipotentielle 
V = Cte . Dans un fluide en £ouilibre, les surfaces equipoten- 
tielles sont confondues avec les surfaces isobares. 

2) Les surfaces isobares sont aucsi des surfaces d« egale den- 
site. Considerons en effet 2 surfaces dquipotentielles voisines 
<E et 3£'correspondantes aux valeurs V et V+ dV du potentiel et 
un element de ligne de force MM* = dn, normal aux 2 surfaces en 
M et M'. r 

Le vecteur i' est tg en M a 
cette ligne de force : il est 
dirige vers les potentiels de- 
croiLsants : 
~T- - grad V = 




dV 



Le vecteur gracf*p est parallele au vecteur 1?*et a pour s<ran 
deur ^ i' 



dp _ 



dV 
dn 



dp = - £ dV 



1? varia- 



tion dp est de signe contraire a. celui de la variation du poten- 
tiel dV. Comme le quotient est le meme ¥ l'4lement MM' com- 

pris entre les surfaces 2?et 2:' la masse speeifique ^ est la 
meme pour tous. Les surfaces equipotentielles et isobares sont 
aussi les surfaces d'^gale densite. 
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3) Les surfaces isobares sont aussi isothermes. Puisque p et £ 
sont constants sur une surface isobare, il en est de m&me de 
la t° T : en effet si on considere 1* Equation d'etat du fluide 
donn£e par la thermodynamique : f (p, £ , T) = 0 T est fixee 
II se produira toujjours des mouvements dans un fluide au sein 
duquel on produit des differences de t° (eau dans une marmite) 

4) Si la masse sp£cifique ^ est tres faible (cas des gaz), les 
differences de pression dp = — dV sont aussi tres faibles 

et la pression est pratiquement constante d'un point a. un au- 
tre du fluide. 

5) Si la masse fluide occupe un volume restreint de sorte que 

le champ de pesanteur soit uniforme, les surfaces equipotentiel- 
les du champ peuvent fctre considered comme planes : la surfa- 
ce libre d'un liquide en ^quilibre sous l'action de la pesanteur 
est un plan horizontal. Les isobares sont ^galement des plans 
horizontaux. 



1-2 Statique d'un fluide incompressible dans le champ de pesanteur : 
Hydrostatique : 

1-2 a) Equation fondamentale de 1' hydrostatique : 

La masse volumique Cte (fluide "isovolume") 
T = Cte 

Si le fluide est soumis aux forces de pesanteur, celles-ci deri- 

vent d'un potentiel V = g.h h = cote du point considere 

(energie potentielle d'une masse unite) 
j> ^ g = acceleration de la pesanteur 



i = - graS V : forces de volume 



par unite de masse 

L 1 equation (3) nous donne done : 
•§|-(P +£gh) = 0 

_"|_(p +£gh) = o | < + ) gracf (p + £gh) = 0 
>--(v +fgh) . 0 
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d'ou 



p t(gh s Cte 



(6) 



C'est 1' equation fondamentale de l'hydrostatique . 
On en deduit les resultats suivants : 

1) Les surfaces d'egale pression dans un fluide sont des plans : 

p = cte =*> h = Cte 

2) La difference de pression Pj-P-j entre deux points quelcon- 
ques Mj et M 2 de cotes hj et h 2 d'un fluide en equilibre s'expri- 
me par la relation : 

p I + f gh I = p 2 + t gh 2 
soit 



gf (h 2~V (7) 



La difference de pression entre 2 points ne depend que de la dis- 
tance verticale entre ces 2 points. Elle est egale au poids d'une 
eolonne de fluide ayant comme base 1* unite de surface et comme 
hauteur la difference de niveau entre les 2 points. 
Remarque : principe des vases communicants 
p = cte =^h = Cte 

3) Surface de separation de 2 liquides non miscibles en equilibre 

Soient 2 points K(h) et M(h') de la 
surface de separation de 2 liquides 
de masses volumiques ^ et £ 2 . 
La pression en M est p, en M 1 p'. 

Dans le fluide de(l) ; p'-p = - ^g (h 1 - h) 

05 P'-P = - ? 2 S (h« -h) 
L'^galite ^g (h« - h) = f 2 g(h' - h) exige que 

h» - h = 0 car ^ £ g 
Bone tous les points de la surface de separation sont dans un 
m§me plan horizontal et la pression y est uniforme. Pour des rai- 
sons de stabilite de 1' equilibre, les fluides non miscibles se 
superposent par ordre de masse volum«|H?decroissante . 

4) Theoreme de Pascal : Dans un fluide incompressible en equili- 
bre, les pressions se transmettent integralement . Dans un fluide 
incompressible en equilibre, on a : P 2 - Pj = - ^g (hg - hj) 




© [G.FANTOZZI], [1975], INSA de Lyon, tous droits reserves. 



- II - 



Si en Mj, la. pression devient pj + Apj, en M 2 elle prend la va- 
leur p 2 +Ap 2 at on a * 

(P 2 +Ap 2 ) - ( Pj +Apj) = -fgChg-hj) = P 2 -P! = cte 

soit Ap 2 = Apj 

presse hydraulique 

Une force f exercee sur une sur- 
face s produit un accroisse»«nt 
f 

de pression p A » -jj- 

La pression en B augmente done de 
f _ P 

La force totale exercee sur le pis- 
ton de section S est egale a 
S 

F a p.gS = f ~s~* 0n a ainsi mul- 

S 

tiplie la force f par le rapport On peut ainsi construire 

des verins hydrauliques exercant des forces ,. de plusieura cental- 
nes de tonnes. de P«*"«» 

5) On appelle la quantite p + £gh = p* : elle represente l'ener- 
gie meeanique d'un volume unite du fluide incompressible en equi- 
libre. 

En effet considerons un fluide incompressible en equilibre dans 
le champ de pesanteur et isolons une portion de fluide ABCD. Fai- 
sons deplacer tres lentement ABCD en le faisant venir en AjBiCjDj* 




Au cours de ce deplacement infi- 
niment lent, le travail even- 
tuel des forces de frottement 
est nul, la vitesse de depla- 
cement etant infiniment petite. 
A chaque instant, il y a equi- 
libre entre les forces appli- 
queesi Done la somme des tra- 
vaux est nulle : cette somme 
est la somme du travail des forces de pesanteur et du travail des 
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forces de pression. 

Travail des forces de pesanteur : il revient a. transporter de la 
cote hj a. la cote la masse ^dV de fluide, dV etant le volume 
de 1' Element ABAjBj oa-CDCjDj. 
Le travail correspondant est 

AWj = fgdV (h x -h 2 ) 

Travail des forces de pression : il est egal h 
AW 2 = p|dV - p 2 dV 

soit AWj +Aw 2 =o 



d'ou p 2 + fgh 2 = pj. + ^ghj = Cte 



Le principe de conservation de l'energie conduit done aux equa- 
tions fondamentales de I'hydrostatique. En effet p^ssp + ^gh 
represente l'energie mecanique par unite de volume du fluide in- 
compressible en e'quilibre : cette energie est uniquement poten- 
tielle t energie de pression et energie due a. la pesanteur. Leur 
somme ne varie pas quand on considers des points differents du 
fluide. 



1-2 b) Resultante des forces de pression exercees par un fluide : 
1-2 b I) Forces s'exercant sur v paroi plane : 

Considerons un element de paroi dS a la profondeur h, au-dessouts 
de la surface libre du liquide. Soit Pa la pression atmospherique , 
Cet element est soumis aux 2 forces elementaires dFj et dF^ nor- 

males a. dS et de directions opposes.'.; . 
dFj = Pa dS 
dJ? 2 = (Pa + ^gh) dS 
d'ou la resultante 

dF= dF 2 - di'j = ^gh dS 

(8) 




dF = 



^nh dS 



La paroi etant plane, les forces 

elementaires qui s'exercent sur 

ehaque element sont toutes paral- 
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leles et de meme sens. Leur systeme est equivalent a une force 
unique dont 1' intensity est egale k 

IB 




^gh as 



h as 



On voit que ce calcul est iden- 
tique a celui que l'on fait 
quand on cherche a. determiner 
la position du centre de gra- 
vite d'une surface plane. 

profondeur nu centre de . gra- 
vity de la surface d'une S. 



Soit 



F=(gSh 6 



(9) 



La poussee ex<Src£e sur une surface plane par un fluide pesant en 
equilibre est egale au poids d'une colonne de fluide ayant pour 
base la surface de la paroi et pour hauteur la profondeur du cen- 
tre de gravity de la surface libre. 

Le point d 1 application P de la r^sultante s'appelle centre de 
poussee . Determinons sa position en appliquant le theorfeme des 
moments (la somme des moments de toutes les forces di' doit Stre 
4gale a un moment de la re suit ante F) . 

Considerons le moment par rapport a la droite de trace A. 
L'abscisse x =AP du centre de jpousiaee est definie par 

XT 



Soit 
h = 



dF 



dS 



A 

x sin 



x (gh dS » i ( B £gh 
«( d'ou j B x 2 sW dS = 

B x 2 «S 

A 



soit 



X P = 



x p |a x sin«( dS 

2 

x c dS 



x dS 



x„ S 

G 



(10) 
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etant l'abscisse du centre de gravite G 

P x^ dS est le moment d'inertie I de la surface supposee 

constitute par un solide de masse surfacique unite" 
par rapport a I'axe horizontal passant par A. 
Appliquons le theoreme de Huyghens : 
I = I G + S x G 2 

1^ etant le moment d'inertie de la paroi par rapport a l'axe ho- 
rizontal passan t par le centre de gravite" 
soit 



x = x„ + 
P & 



"Sx: 



(id 



Xp et Xq ne sont pas confondus et P est toujours en dessous de G 
par rapport a la surface litre du liquide. 

des forces/plan de la surface 

.2 



libre 





2 

h dS 


, A 




T 


h dS 


. A 





dS 



h G S 



\ = h G + 



Ijl = moment d'inertie de la 



surface AB par rapport au plan 
horizontal passant par G 
Remarque j si la pression qui s'exerce sur la paroi est difftren- 
te de celle qui regne au dessus de la surface libre, les r^sultats 
precedents ne sont plus valables. Dans ce cas la force tlementai- 
re di 1 est egale a : 

di' = (P a -p;) dS + f gh dS 

Applications ; I) Pression sur le fond horizontal d'un vase : 
Paradoxe hydrostatique. 

Considerons 3 vases de formes difftrentes, mais dont les fonds 
ont m&me surface S, remplis du meme liquide, a la mfeme hauteur h. 
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Les trois fonds supportent le meme effort (relation 9) 
F = f ghS 

Ainsi avec un poids ds liqulde relativement faible, on peut exer- 
cer sur le fond d'un vase, comme sur les parties les plus basses 
des paEjOis laterales, un effort considerable capable de provo- 
quer la rupture du vase. 

Considerons par exemple, un cylindre vertical dont la base hori- 

o 

zontale mesure I m et la hauteur Icm r surmonte d'un long tu- 

2 

be dont la section est I cm . 

Le cylindre contient 10 litres d'eau. Mais 
en versant ensuite 1/2 1 d'eau dans le tu- 
be, le niveau s'elev* de 5 m et la force 
qui s'exerce sur le fond passe de 
fghS = IO 5 9,809 x I0~ 2 x I 

— 100 N si 10 kgf 
a 5 I0 4 I » 5 000 kgf 
L* experience a 6t6 realised par Pascal (experience du tonneau de 
Pascal) t Un tonneau est surmonte d'un long tube. II suffit de 
verser dans le tube un volume d'eau insignifiant pour faire 6ola* 
ter le tonneau. 



2) : Forces de pression sur une paroi plane verticale t 
Considerons une parol verticale rectangulaire dont le cftte hori- 
zontal AD est dans le plan 








r 






b 




>-■■ — 











de la surface libre. 
b 



F = (g a b £g a 

£»*» -i 



aP h 2 dh 



h = 
P 



h dS 



h & s 



_2_ 
3 



Le centre de pouss£e est situe aux 2/3 de la profondeur de la 
plaque. 
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1-2 b 2) Forces de pression sur une paroi quelconque s 



On definira la resultante des forces de pression en projetant 
chaque Element dF sur trois axes de coordonnees x, y, z par 
exemple . 



On a dF = fgh dS (relation8) 



dF_ 



= (rh dS 3 



dS x etant la projection de la 
surface dS sur un plan normal 
a la direction x. 
De meme on a dF y = ^gh dS y 
M z = ^gh dS z 

et *x = [ di x " C« j h dS x 

ainsi que des relations identi- 

ques pour F et F . 

y z 

R EMARQUE I : La projection sur une direction verticale de la re- 
sultante des pouss^es 6lementaires ou poussee ver- 
ticale est egale en grandeur au poids d'une colonne de fluide cy- 
lindrique verticale s'appuyant sur la surface S. 

h dS 





REMARQUK II s Gas de pressions uniformes dans tout le fluide 
(Fluide non pesant) 

/La force ^l^mentaire est 
dF = p dS 
dF x = p dS cos«U p dS x 

JttfjFJ et i x = p JdS x 

La resultante des forces de pres- 
sion suivant une direction sur 
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une surface gauche S soumise a une pression uniforme est egale 
k ia force de pression uniforme qui s'exerce sur la projection 
de la surface perpendiculairement a cette direction. 

- Dans le cas d'une surface (S) limited par une coube plane (C), 

la resultante des forces de pres*. 
sion R est egale k la force de 

/ pression s'exergant sur la paroi 
/ plane interieure a (C). 

/ - Si on considere la surface ferm^e 
/ par (S) et la paroi plan interieur 

a. (C), la resultante des forces de 
pression est nulle (la projection 
suivant une direction de la surface est nulle t il y a autant de 
termes positifs que n^gatifs pour dS^) 

- II ax est de mferne pour toute surface ferme'e. 

CAS PARTI CULIER : surface spherique 

Consid^rons une demi-sphere de rayon R soumise sur l'une de see 
faces k une pression uniforme p (fluide non pesant). Pour cal- 
culer la resultante des forces de pression, nous isolons deux 
elements dS et dS' de surface identique et symetrique par rap- 
port a l'axe de revolution Oz de 1' hemisphere. 
Si nous d6composons les forces 
dF = p dS et df" = p dS' de la 
facon indiqu^e par la figure, 
on voit que la resultante des 
forces de pression se reduit k s 
F = f dF = fp dS cosi = p [ d<T = pTTR 2 

J z J J i<r k 

1-2 b 3) Resultante des forces de pression exerpees par un li- 
quide sur 1' ensemble des parois d'un vase s 

Les forces de pression exercees par un liquide sur 1' ensemble 
des parois d'un vase admettent une resultante unique qui est ver- 
ticals, dirigee de haut en bas et egale au poids du liquide . 
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Iff 



AT 7T 



K 



as ^ 



d5>" 



if 



Considerons un cylindre £lementai- 
re de section droite dtf'decoupant 
les surfaces dS et dS* sur les pa- 
rtus du vase. 
On a dF = £gh dS 

dF« = £gh» dS' 
et dF_ = ( gh dS z = £ gh d<T 
= ^gh« dCT 



soit 



z 

dF' 

z 



dF - dF' 
z z 



fg(h-h») d<r 



polas du liquid© 
de la colonne 



Si nous considerons d' autre part une colonne horizontale de li- 
quide, le meme raisonnement que ci-dessus nous conduit a ecrire 
(voir figure) : 

dJf -dF* = £g (h-h) d<T = 0 

Les deux composantes dF et dF* se font 6quilibre. 
Par suite, 1a r^sultante generale des forces de pression n'a pas 
de composante horizontale : elle est verticale. 
Sa valeur est £gale a : 



.J s dF z - dF z =J^ g (h-h«) d<r 



Elle est egale a la somme des poids de liquids des colonnes eli- 
mentaires done egale au poids total du liquide contenu a l'inte- 
rieur du recipient. 

REMARQUE I i Ce rSsultat peut fttre demontrd dif f 4remment . Le li- 
quide exerce des actions normales di'j, dFg, . . .dF^. . « 

sur les elements de paroi. 
Invers£ment les divers Elements de 
paroi exercent sur le liquide des 




forces 



- dF T , - dF 0 



- dF 



Le liquide est en equilibre sous 
1* action de son poids P et des for- 



ces - dF 



dF, 



- dF.. 
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Les forces - dFj, - dFg,... - di-^ ont done une resultant© egale 
et opposee au poids P, et par consequent les forces dF^ . . .dF^«. . 
ont une resultante egale au poids P du liquide. 

EBMARQUE II : Paradoxe hydrostatique : 

Nous pouvons maintenant expliquer pourquoi la resultante F des 
forces de pression sur le fond horizontal d*un vase differs en 
general du poids P du liquide contenu dans le vase- (egal a. la 
resultante des forces de pression sur 1» ensemble des parois). 




Pour le vase b, les forces de pression sur les parois lat^rales 
sont horizontales et ont une resultante nulle. On a done F = P. 
Pour les vases a et c, les forces de pression sur les parois la- 
terales ont une resultante verticale V et l'on a : 
vase a P = F + V soit P>F 
vase c P = F - V soit P<F 



1-2 b 4) Resultante des forces de pression sur solide immerge' - 

Theoreme d ' ARCHIMEDE : 
Considerons un systeme de fluides non miscibles en equilibre et 
isolons un volume V de ce fluide au moyen d'une surface S. 
Ce volume est en equilibre sous 1' action : 

I k £ - des forcesidF exerc£es par le 

fluide exterieur agissant sur les 
elements de la surface (S). 
- des forces de pesanteur qui ad- 
met tent une resultante P egale au 
poids du fluide enferme par S. 
Z.df + f = 0 £dF = - "p 

v P 
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Si on remplace le fluide a l'inte*rieur de la surface (S) par un 
solide, les forces exterieures resteront inchangees. 
Done les forces de pression exercees par un systeme de fluides 
en equilibre sur un solide completement immerge se reduisent a, 
une force unique directement opposee au poids des fluides depla- 
o6b et passant par le centre de gravity & du fluide deplace (cen- 
tre de pouss6e). 

Cette resultante s'appelle la poussee . 

REMARQUE : I) Le th^oreme d ' ARCHIMEDE n'est pas applicable si 
les fluides ou les corps immerg^s sont en mouve- 
ment. 

II) Le th^oreme concerne les actions sur une surface fermee S. 
Cette surface doit etre tout entiere a l'int^rieur des fluides 
en equilibre. Le th^oreme d 1 ARCHIMEDE ne s' applique done pas a 
un corps solide qui n'est pas entoure de toutes parts par des 
fluides en Equilibre. 

R^oiproque du theoreme d ' ARCHIMEDE 

Consid^rons un recipient contenant plusieurs liquides non mis- 
cibles en Equilibre et un corps solide immerge. 

Soit Vj, Vg et v^ les volumes des 3 
liquides dieplac^s. 

Les surfaces de separation s'elevent 
ainsi que la surface libre. Par conse- 
quent, les forces de pression agissant 
sur les.parois du vase augmentent de 
la mfeme maniere que si l'on avait ver- 
se dans le vase les 3 volumes Vj, Vg et v^ des liquides. 
Leur resultante s'acerolt done du poids des volumes v^., v^ et v^ 
des liquides deplac^s par le solide. 

Done si on immerge un corps solide dans un systeme de fluides en 
Equilibre. la resultante des forces de pression exercees par les 
fluides sur les parois du vase augmente d'une quantity Igale au 
poids total des fluides d£plac£s . 
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1-2 c) Equilibre des corps flottants s 

Definitions t Considerons un solide immerge' dans un liquide en 

Equilibre (flotteur). Ce solide ne pourra fctre en 
Equilibre dans le liquide que si son poids est ^ poids du volu- 
me du liquide qu'il peut d^placer. 

le fluide d^place est const i- 

plan ck \ ^ tu4 par le liquide situe au 

/ _ _ ' Z " % t V - dessous du plan IT de la sur- 
flo^i4oA W/\/ J J ~ZZ. face libre du liquide (on 

~. /*C' 7\ A^l*-^ ^ neglige le poids de 1'air de- 

^ — CoJW**. place au dessus deTT ) . 
Le flotteur sera en Equilibre si s 
-I- P .= V^g V = volume du liquide deplacd. 

-2- Les 2 forces P et poussee d'ARCHIMEDE doivent avoir la meme 
ligne d" action (verticale done perpend iculai re a IT ). 
La condition I determine le volume iramerge' du flotteur. On ap- 
pelle plan de flottaison tout plan"Tl d^coupant dans le flotteur 
un volume eg ale a V. La section du flotteur par un tel plan est 
une flottaison . 

Le volume immerge' du flotteur (volume situe au dessous du plan 
de flottaison) est la carfene. 

La poussee de liquide passe par le centre de gravite" (ou d'iner- 
tie) C du volume de la carene suppose rempli de liquide (done 
homogene) s ce point s'appelle centre de carene ou centre de 
poussee . 

Le centre de poussee ne doit pas etre considere comme le point 
d ' application de la poussee. 

Quand le plan de flottaison T^varie, C decrit par rauport au 
solide une surface fermee dite surface de carene . 
La condition 2 exige que le centre de carene C et le centre d'i- 
nertie 6 du flotteur soit sur une meme normal e au plan de flot- 
taison . 

Th^oreme de DUPIN : Le plan tangent en C a la surface de carene 
est par allele au plan de flottaisonT. 

Soient en effet deux deplacements isocarenes infiniment voisins 
(2 flottaisons limitent des carenes de mem* volume s condition I), 
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CjCg les positions respectives des eentres de carene etT7^T^- 
les plans de flottaison correspondent. 

ft^ Les volume* immerges ont une 
partie commune dont le centre 
d'inertie est Q. Les parties 
non communes sont constitutes 
par 2 petits onglets compris 
entre les 2 plansTTj etTT^, de 
meme volume v et de centres d'i- 
nertie gj et g 2 . 
Cj centre d'inertie du volume commun augment^ de l'onglet I est 
sur la droite Qgj. G 2 est Bur la droite Q& 2 et on a les rela- 
tions t 

QG I- V , QC 2 (12) 
Q«! V Qg 2 

V = volume de la carene (liquide deplace t volume oommum +v) 
CjCg est done parallele k gjg 2 (triangles semblables). Si on fait 
tendre Cg vers Cj, il est clair que le plan tangent a la surface 
de carene est parallele au plan de flottaison. 
La poussee qui passe par le centre de poussee est normals en ce 
point a la surface de carene et pour determiner les positions 
d f tquilibre du flotteur on est rament a mener du centre d'iner- 
tie du flotteur les normales a la surface de carene. 

REMARQUE j Si le planT^ est horizontal et si on fait tourner 

le planTTg, le point Cg sera toujours lrfgerement au 
dessus de Cj (car g 0 est au dessus de gj). Far consequent, la 
surface de carene est convexe. 

Theoreme d'EULER ; L ' intersection de 2 flottaisons isocarenes 

infiniment voisines passe par le centre de , 
gravite de chacune des flottaisons. 

Considerons en effet deux axes Ox et Oy dans le planTTj, Ox e- 
tant 1' intersection deTTj at l^ . soit dVl' angle de ces 2 plans. 



© [G.FANTOZZI], [1975], INSA de Lyon, tous droits reserves. 



- 23 - 



les deux onglets ont mftme volume t 



pour l'onglet Is Vj. = - ^ g y d% dS 

Vj = v., soit d*&J^ s y dS = 0 

Or L y dS a y. S - 0 y„ 6tant l'orionnee du ovntr* de 

^ b " vtt6 de let 1 flottaison. Done y.^ - O.Le centre de 

gravite de la flottaison est done situd sur 1* intersection des 
2 flottaisons. Nous prendrons 1 1 origine 0 en ce centre de gra- 
vite" (1» intersection des 2 flottaisons est appelie droite ca- 
ract^ristique D). 

Deplacement du centre de carene t 
On a les relations suivantes s 

°I^2 v 

r 

Solent S 2 la partie de S correspondant a l'onglet 2 
Sj " " "I 

gj et gg etant les centres de gravity des 2 onglets : 
v Og^" =-d < *| r s off y dS 

M etant un point int<Srieur a dS. 

v Og^ = dfrjj'g OM y dS 

soit v gjgg" = dfrjg OM y dS 
Si d£, dq, d^ sont les coordon^es de CjCg, on a done 



V d£= d$|g xy dS 

-4. ' 



(13) \ V dq.- d%ff y 2 dS = I . I « moment d ' iner- 



S * " x — *x 

tie de la flottaison/ 

droite caracteristiqueOx 
V d^= 0 (le plan tangent en C a la surface de ca- 
rene <£tant parallels au plan de flot- 
taison ). 
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Stabilite" de l'gquilibre : 

A l*6quilibre, la poussee F et le poids P doivent Stre e"gaux et 
opposes. 

Les directions de poussee sont 

\ „ done obtenues en menant de G les 

'' '' * normales a la surface de carene. 

Comme d'un point on peut mener 
plusieurs normales a une surface 
fermee (nombre pair), il y a done 
plusieurs positions d 1 equilibre du flotteur : certaines sont sta- 
bles, d'autres sont instables. 

Soit C la position du centre de carene correspondant a une posi- 
tion d' Equilibre. Ecartons un peu le flotteur de sa position d'e- 
quilibre dans le plan de figure (roulis). 

Par rapport au solide le plan de flot- 
taison tourne autour d'une droite D. 
Dans la nouvelle position, le centre de 
carene est C. 



La poussee a pour direction la normale en C a la surface de ca- 
rene . 

Le centre de gravity G est situe sur la normale en C (position 
d'equilibre) . Les 2 normales en C et C se coupent en un point 
M dit metacentre . 

Lors des deplacements du flotteur, 
la poussee F reste tangente a une 
courbe fqui a. cause de la symetrie 
de la carene presente un point de 
rebroussement en H sur la droite 
CG. La courbeTest la developpee 
de la courbe des centres de poussees 
(normales a la surface des poussees 
enveloppent f ) . 





© [G.FANTOZZI], [1975], INSA de Lyon, tous droits reserves. 



- 25 - 



Quand l'angle est faible, le point de contact de F avec Pest 
voisin de M : distance de M a. la poussee TP est un infiniment pe- 
tit du 3eme ordre / d'B . Done on peut admettre que la poussee est 
appliquee au point M fixe par rapport au flotteur. 
Le m^tacentre M joue pour 1' Equilibre du flotteur le role du cen- 
tre de poussee pour 1' Equilibre du corps immerge. 

Le point C est alors fixe et C et 

M sont confondus. 
L'equilibre est stable si M est 
au dessus de G. 



£ F 




La poussee e»jKittpmMtii6# .au mataoen&re M . Lasposition-eSu m^taeen- 
tte^-M peut Stre d£termin£e a l'aide des relations (13). 



CC 



soit 



d* 



dft, r 3tant la longueur CM (=rayon de 
courbure en C) 

— n 



(14) Ijj : moment d'inertie 

par rapport a l'axe D 
de la flottaison S. 

Si G est au dessous de M, le flotteur est sounds a. un couple for- 
me 1 par le poids et la poussee d ' ARCHIIiEDE qui tend a ramener le 
flotteur a. sa position d' Equilibre : equilibre stable . 

'a . Si G est au-dessus de M, le couple tend 




I 



a 1* ^carter davantage de sa position 
d'^quilibre : equilibre instable. 

F 



Com. 



La condition de stabilite s'ecrit done : 

M au-dessus de G 




r-a> 0 



a = CG 



r - a = GM = hauteur m^tacentrique 
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REMARQUE : On a conside>e' ici un mouvement de roulis (droite D 

est un axe longitudinal). On pourrait considSrer un 

mouvement de tangage (droite D est un axe transversal). Le m4ta- 

centre serait alors M„defini par I 2 

r = 

* V 

II existe une infinite de metacentres correspondant aux differen- 
tes orientations de la droite D. Si Ij et I g (I^Ig) sont les 
moments d'inertie principaux de la flottaison. Le rayon r varie 

entre. - y 2 et — ^i- et dans ce cas la 
direction CC l est perpendioulaire a la 
droite D. En effet pour les axes prin- 
cipaux d'inertie au point 0, les pro- 
duits d'inertie sont nuls et par con- 
sequent d£= 0 done CC est perpendioulaire h la. droite D. 
Four un axe d ' inclinaison quelconque, le m^tacentre M sera situe" 
entre Mj et Mg definis pour rj = 

L'^quilibre sera absolument stable si 

ou CS<r T 




et r r 



a>0 



Si G est entre Mj et Mg : equilibre mixte s stable pour certains 
axes d ' inclinaison, instable pour d'autres 
Si G est au-dessus de : Equilibre absolument instable. 
CONSEQUENCES : On augmentera la stability d'un flotteur en abais- 

sant son centre de gravite ou en elevant le m4ta- 
centre e'est a dire en augmentant le moment d'inertie I : on ob- 
tient ce r^sultat en munissant les pirogues de un ou deux balancier; 
ou en munissant un hydravion de flotteurs en bout d'aile. 



1-3 Statique des fluides dans d'autres champs de forces : 
On a toujours l'^quation (2) 



£F - graS p = 0 



(2) 



F etant 1' intensity des forces de volume par unite de masse du flui 



de. On peut 4crire 



F = f + f 
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fp representant les forces de pesanteur f = - grad (gh) 

f " les forces de volume autre que les forces de pe- 

santeur 

Pour un fluide incompressible, on peut ecrire : 

(15) 



p = p + fgh 



et l'equation (2) devient 



C?» gFiS" p* 



On voit done que, d'une part, la fo 



rce~ IPi 



(16) 

est perpendiculaire a. 



la surface p = Cte alors que la force f est perpendiculaire a 
la surface p* = Cte. 

EXBMPLB I - Equilibre d'un liquide soumis a une acceleration cons- 
tante. Soit if 1 1 acceleration a laquelle est soumis le 
liquide contenu dans un reservoir. 




L' unite de volume du liquide est soumise, d'une part k la force 

de pesanteur + f if et k la force d'inertie X 

D'ou {T= -f?+^g* X 

( K 0 = -M ~€ ) force fictive dans le referentiel non inertiel 
voir -BERKELEY M^canique p. 75 et 76 

Projetons la relation (2) sur les axes Ox et Oz. 

= o 

Soit dp =-^£- dx + P dz = - f^dx - Pg dz 



Les surfaces d'egale pression (p= Cte) sont celles pour lesquel- 
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les dp 



0 soit 
-£tfdx g dz = 0 



soit 



z = - 



g 



cm -£«x -flg z = 
x + Cte 



Cte 



Ce sont des plans inclines perpendiculaires a. P. 

La surface libre (p = Cte = p. atm.) est done egalement un plan. 

D'autre part, p*" = Cte pour x = Cte. Les surfaces p* = Cte 

sont des plans verticaux qui sont bien perpendiculaires a f dans 

ce cas : f*"= - f"? (p* = P + fgz = Cte 

dp + £g dz = 0 dx = 0) 

■ EXEMPLE 2 - Equilibre d'un liquide dans un cylindre tournant au- 
tour de son axe a Vitesse angulaire constante m. 

Prenons l'axe des z suivant l'axe 
du cylindre et deux axes Ox et Oy 
lies au cylindre (referentiel non 
inertiel) . 

Le liquide (unite de volume) est 
soumis a son poids - ^g et a la 
force centrifuge horizontale qui 
vaut £u> 2 r : (? = -^g'+^w 2 r 
Le liquide est au repos dans le re- 
ferentiel non inertiel. 




On peut done ecrire : 
f + P 0 = M a 
F = force appliquee 



F = M (a+a 0 ) 
F„ = - M a„ 



a = acceleration du corps dans le referentiel non inertiel 
ici a = 0 



... e^*^-— — - — - - - - - - w2 r 

F 0 a force f ictive su speudo-force = force centrifuge 



= acceleration du referentiel non inertiel 



Projetons 1! equation (2) sur chacun des axes 
On a : 



f> 2 * 



-ei-B--° 



© [G.FANTOZZI], [1975], INSA de Lyon, tous droits reserves. 



- 29 - 



On a done : 



dz 



dp dx + ^£- dy 

= f«£x dx + (u> 2 y dy - £g dz 

En integrant, on trouve s 2 2 

p =fu> 2 -|- - £gz + Cte 

L*s surfaces isobares correspondent a p = Cte soit ; 

+ -£gB = Cte 

2 2 

soit z = + Cte 

Ce sont des parabololdes de revolution dont l'axe est 1 1 axe Oz. 
(orthogonaux a F) . La surface litre est un parabololde. 



v 

— vV 


^ 1 

t y /' 




^if-/-- 


0 





6 



Les surfaces p = Cte sont nor- 
mal es au vecteur £"f* 1 oe sont des 
eylindres d ' axg Oz s 
p + fgz =fu?-|- + + Cte = Cte 



Cte 



EXERCICE s Determiner la constante du parabololde de la surface 

libre. On considere que le volume du liquide est cons- 



tant s soit s 



i 8 

^0 



2TTr dr 



+ Cte J 



cTr 2 = hTR 2 - 1±t «1 
g 4 



h T - 

g 4 

Montrer que PP 1 = BB' et que la surface libre passe par le cer- 

2R 

cle de diametre MN = —rmr , quelque soit ui. 



2 2 
R 



2 2 

55 = + C te 



z = h 



2g 
g 4 
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BB» => h + 





u, 2 R 2 + 


z = 


Tg- + 




? B 2 




uO R 


h + 


— t 








« 2 h 




~r - h 



h - 



e 

J_ 
e 



2 2 
R* 

2 



g 



h + 



M et N sont definis par 
2 R 2 



T 

= h soit 



R 
15F 



2_2 



uFr 2 



t/ ui r . M u> R 



1-4 Statique des fluides compressibles dans In champ do ptsanteur 

1-4 I) Definition du oetffloient de oompreaslbilite' 

Si le fluide est compressible, sa masse volumique depend de la 
pression est de la t° du fluide. Elle sera donnee par 1' equation 
taermodyna-ique du fluide , fa f (p>T) 

Si le fluide subit une transformation isotherme (T « Cte) infi- 
nlment petite, on dtffinira le coefficient de compressibility iso- 
therme X™ par la relation i AK ~ 

"T " " x t dp (I7) 

OU -|£ m Xj dp 

<J 4tant le volume massique : C"« —~~ (volume occupe" par l'unite" 

C de masse) 
—10 

Pour les liquides, X T est de l'ordre de 10 dans le systeme S.I. 

eau i X T - 5.I0™ 10 (5-IO" 5 om 2 /Kgf) 
mercure t X T « 4 .IO"" 11 (4-I0 -6 cm 2 /Kgf) 

Une augmentation de pression de I kgf/cm = 10 baryes (dyne/cm ) 

" I ° 5 I P * 

diminue le volume de 5 -I0~ 10 . 10 +5 » 5.IO" 5 » ^ <*• sa valeur 

pour l'eau, de 4 I0~ 6 soit gTffi^gfffi pour le mercure. 

Les variations de volume sont done tres faibles et la statique 
des fluides incompressibles est done une bonne approximation pour 
la plupart des liquides r£els. 

Les variations de volume sont assez petites pour qu'on puisse con- 
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f 



side>er que X^ est independent de la pression : 

= X™ dp ^ 0 : masse volumique sous la pres- 

sion p 0 

En integrant cette relation : £=f 0 + x x C° ( P " Po ) 

<r=< _ x T cr 0 ( p - Po ) 

Les gaz sont beaucoup plus compresuibles que les liquides. 
Pour un gaz parfait, la loi de compressibility isotherme est la 
loi de Mariotte s pv = Cte . 

Ainsi pour une transformation isotherme, on a s 

p dv + v dp = 0 

y I dv I 

A T _ " v dp " p 

A la pression atmospherique : X = I0~^ MKSA : il est 20 000 fois 

superieur a celui de l'eau. 

Lorsqu'on comprime un/fluide, la compression n'est pas en general 
isotherme. Dans une compression\fae'tente rapide, le fluide n'a 
pas le temps d'echanger de chaleur avec le milieu environnant t 
dQ = 0. On d^finit le coefficient de compressibility adiabatique 
Xq de la meme maniere. 

On demontre en Y thermodynamique que s Y 

v/ a t n T I 

6 = = »f Pour un gaz parfait X. A =-~— = tr— 

x Q <v Q v «p 

Pour une transformation adiabatique el&uentaire s 



1 dv I dp , y dv 

-w = If p + * — 



si Jf = Cte, pour une transformation finie on trouve par integra- 

& if 
tion s In p t In y = C te ou In pv = Cte 



soit 



pv^ = Cte 



loi de LAPLACE (18) 



if atl , 66 gaz monoatomiques s Ar 

^Kl,4 " diatomiques : 0^, Ng. . . 
1,1 a 1,4 liquides 
Les transformations adiabatiques s'accompagnent d 'une variation de 
temperature, la compression produisant. un echauffement du fluide. 
Cette variation est faible pour les liquides (qques -j^j degre 
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ppur I atm.). Elle est plus importante pour les gaz. 

Pour un gaz parfait, on a 1' equation caracteristique pv = RT 

En tenant compte de la loi de LAPLACE, on trouve : 



Gte 



ou 



Cte 



T = Cte p" 



a -i 



1-4 2) Equation fondamentale 

Liquation (2) est toujours valable : f*^- grad "p*= 0 
mais lei ^depend de la oote et ne pourra plus entrer sous le si- 
gns derivation. 

Puisque F derive du potentiel V = g h, on a done : - gracT V 



"*»x v a x 

"ay v 



> gh _ 



(19) 



Si z est dirige dans le mftme sens que h, on aura : 

Les plane horizontaux ?: 
sont des surfaces equi- 
potentielles isobares 
et isothermes 



(I9bis) 



La pression a la cote z sera donn£e par 

P - Po -J^ o C« dz ( 20 ) 
p 0 eHant la pression a la cote z 0 . 



1-4 3) Applications 

Prossion dans une colonne de liquide compressible 

Nous avons determine au § 1-4 I) la variation de^avec p : 

C= Co + X T Co (P-Po) 
La relation ( 19 ) s'ecrit done : 

-If - - - [i + x T (p. Po )] 
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Z r = -f„ g d 

I + X T (p - p 0 ) >° s 



I + X T (p - p 0 ) 



In 



[i + X T (p - p 0 )] 



o g X T dz 



Si P ■ P 0 P°ur z = 0 G = I 

Soit I + X T (p - p 0 ) - e "^ ffX T z 



/// 



Commme X T «I, on peut utiliser un developpement limite de l'ex- 
ponentieile : 



.e 



I + 



T- + -7TT + 



n! 



P-Pc 



(-f 0 gX T z + v g f — + ...) 
X T f 0 gz 

= -( e gz (I - + ...) 

Le premier facteur represents la pression du liquide s'il etait 
incompressible . 

EXEMPLE : pression en un point de la mer a 8 kilometres de pro- 

fondeur : X T --5-I0 0 £* 0 = 1020 kg/m 3 g=9,8I m/s 2 

-( 0 gz = 1020 x 9,81 x 8.I0 5 = 8.I0 7 Pa 

X,p^ 0 gz __2 
- ^ = 2 .10" meme a cette profondeur, la correction de 

pression due a la compressibilite est de2? 

p - p 0 = 8.I0 7 (I + 2.I0" 2 ) 
Gas des gaz 

En general, on peut considerer la pression et la t° d'ungaz dans 
un reservoir comrae constantes car 1' integral e de 1' equation (20) 
reste ^Cp 0 . Par contre pour des variations importantes de z ( cas 
de 1 'atmosphere) , cela n'est plus possible. Si on a affaire a un 
gaz parfait, son equation caracteristique s'ecrit pour 1'unite de 
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P<T = r T = 



soit £— = -2- x -m* P 0 masse volumique dans les 

"o Po 1 V. conditions fn. . T ^ 



conditions (p 0 , T 0 ) 



4^ = - « -T* dz (22) 

P Po T 

En Renoral T est une fonction de z qu'il taut determiner. 
Atmosphere k t° constante 1=1^ ; 
on a d P = - C 8§ . "dz 

p .it. 

soit _ p. 

P = Po e 

Dans le- conditions normales p 0 = I atm. = 10,110^ Pa 
T 0 = 273 °K f 0 g = 1,293 x 9,81 N/m 3 

massj r volumique a 0° C 



soit p = p 0 e 

2 

8000 



,0 e 



dp = ~ P ~STO0" P ° Ur P = Po 

4. 

dp = IO ^660° — = I2 ' 65 Pa P° ur dz = I m 



Atmosphere terrestre : 

L 1 ntmosphere ne peut 6tre en ^quilibre que si les isobares sont 
aussi les surfaces isother es et coincident avec les surfaces 
^quipotentielles du champ de pesanteur. En fait ces conditions 
ne sont jamais r^alisees et 1 1 atmosphere est sans cesse parcou- 
rue par des courants horizontaux et verticaux. 

Mais on peut appliquer les lois de la statique des fluides pour 
calculer la pression moyenne k une altitude donn£e. La hauteur 
de l 1 atmosphere est assez faible par rapport au rayon de la terre 
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pour que les ^quipotentielles du champ de pesanteur puissent 6tre 
assimilees a des plans. 

La temperature de 1' atmosphere n'est pas constante i 
fcou^WvenM ^^0500 __] A^ M f^ 




T °K 
too loo 

Dans la troposphere (de 1' altitude z = 0 a z = 10 500 m), "la tem- 
perature decroit Cz lineairement de 290 0 K k 217 ° K. Dans la 
stratosphere, la temperature est constante (de l'ordre de - 56 °C 
2t 217 °K). 

La troposphere est soumise a. basse altitude a des courants hori- 
zontaux (vents) } a une altitude plus dlev^e, jusque vers 10 500m), 
il existe des courants verticaux. Ainsi les masses d'air de la 
troposphere passent constanment d'un niveau a, un autre et par con- 
sequent d'une pression a une autre. La conductihilit^ thermique 
de l'air est tres faible et done ces d^tentes ou compressions 
sont adiabatiques : l'^quilibre de la troposphere est un ^quilibre 
adiabatique . 

Nous pouvons done appliquer la loi de LAPLACE (18). 
D'apres 1' equation fondamentale, on a s 
dz = 



e= jl 



Po 



(indice 0 indiquant le niveau du sol) 



d'oii dz = - 



<r 0 / p„»#dp 



dz = - 



Po^~ P ' " d P 



Int^grons 



z = - 



r*-i 



- Pc 
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La quantity K est 1' altitude pour laquelle p = 0 : c'est la hau- 
teur totale de 1' atmosphere s 

R R 

T 0 » 290 °K, r = "JJ-JJ — + n ft = melange des gaz parfaits 

air j 80% poids azote t M = 0,828 + 0,232 = 28,8 IO -3 kg 
R = 8,32 J 0 K _I 
.. qHT rT„ _ 8,32 3 290 _ P „ Tn 3 

Y* 1,4 K = 3 10 4 m 

La hauteur de 1' atmosphere serait done de 30 km s ce r^sultat 
n'est pas correcte, les ph£nomenes tels que les m^t^ores se pro- 
duisant vers 100 km. La partie de 1' atmosphere qui est au-dessus 
de la troposphere n'est done pas dans des conditions adiabatiques. 
La stratosphere qui n'est plus soumise a des courants verticaux 
est en equilibre isotherme . 

La loi (22) permet ft dg calculer la. variation de pression avec l'al- 

Origine des z : base de la stra- 
tosphere 



titude : - — — z 



P I fl g R 

I Pi ~ 

p=0 pour z =oo; la hauteur de 1 'atmosphere est infinie. 

La temperature de la stratosphere est constante jusque vers 40km 

puis croit de nouveau pour atteindre vers 60 km des t° de l'or- 

dre de 70 °C : cet ^chauffement serait dft a l'absorption des 

U. V. du soleil. 
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CHAPITRE II 

II DYNAMIQUE DES FLU1DES PARFA1TS : EQUATIONS GENESALES 




[I-I Rappels t Variables de LAGRANSE - Variables d r EULER : 

Pour efudier le mouvement d'un milieu diformable, on peut utili- 
ser 2 types de variables ind£pendantes. 

-a- Variables de LAGRANGE s 

LAGRANGE rattache les grandeurs a determiner au point materiel. 

Soient a, b, c les coordonn^es d'une par- 
ticule a I'instant initial t 0 . Les coor- 
donn^es x, y, z de la particule a I'ins- 
tant t sont appelees variables de 
LAGRANGE. Ces coordonn^es s'expriment 
en fonotion de a^ et t (variables inde- 
pendantes) . 

Les vitesses de la particule sont : 

^ x ^ v z 

U = TT- VS TT w = IT 

Les coordonn^es de l*accele>ation sont : 
-b- Variables d'EULER s 

EULER rattache les grandeurs a determiner au point geometrique. 
On choisit comme variables inde"pendantes x, y, z coordonn^es 
d'un point geometrique (point fixe par rapport au repere du mou- 
vement) et t. Les coordonnees u, v, w de la vitesse "v*"de la par- 
ticule passant par le point (x, y, z) a I'instant t sont appelees 
variables d'EULER. En mecanique des fluides, on emploie presque 
toujours les variables d'EULER, les positions initiales n'ayant 
pas une grande importance. 

Remarque : Considerons une grandeur f (density, vitesse) en fono- 
tion des variables d'EULER. Si on fixe les coordonnees 
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x, y, z, on ptudie lea variations de f avec t en un point geome- 
trique donne. Souvent, on doit consid^rer la iirivie par rapport 
a t d'une grandeur f conside>ee comme attached a un point mate- 
riel V : c'est la d^rivEe prise en suivant l'e*lement dans son 

d f * 
mouvement ou d^rivee totale : . 

represente la derived en un point fixe ou derived partielle. 

On peut ecrire : df *fef dx i ^fi 

TT ~ ■$x i TT + """ST" 

df = f • dx + . . . + f ! dt x, y, z, t £tant les vari- 

bles independantes. 

dx 

-g-r- = = coordonn^es de la Vitesse de P 



soit 



df 


•*>f 




TT = 


Tx" u i + 


"ST 



(2) 



Les coordonnees de 1 ' acceleration de P sont t 
du i '^u i *i Ui 

\ = sr " tst: n i + -%r 

u 

On a d'autre part la relation x 

J ,df, d ,**f . "if * u i 



»x i = TE ( 



_!£_) + _1L ILL 



Trajectoires. lignes de courant : 

A un instant t donnE, on connalt la Vitesse de la particule flui- 
de qui passe en un point donne. L'ensemble des vecteurs v relatif 
aux points de l'espace constitue un champ de vitesses. 
Les lignes tangentes en chacun de leurs points au vecteur vitesse 
a un instant donne 1 t sont les lignes de courant (lignes de force 
du champ des vitesses) . Ces lignes sont definies par les Equa- 
tions : dx . dz 

(I > u(x, y, t) = v(x, y, z, t) " v(x, y, z, t) a ^ te 

Les lignes de courant Evoluent avec le 
temps. Toutes les lignes qui s'appuient 
sur un contour ferine' forment un tube de 
courant . 
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Les trajectoires des Elements materiels s'obtiennent en integrant 
le systeme different iel suivant : 

(II ' dx = dy dz _ it 

' u(x, y, z, t) v{x, y, z r t) = w(x, y, z, t) 

Remarque i Passage des variables de LAGRANGE aux variables dlEULER 

ou invers^ment . x i _ ^ T 
u. = x ■ E * L 

141 a l«aide de 1' integration 

E ^ L du systeme, (1)' 

II-2 Equations -du mouvement en variables d'EULER i 

Nous considiSrons un fluide parfait done sans viscosity : les con- 
traintes y sont independantes des vitesses de deformation. Le 
tenseur des contraintes s'ecrit : 

= - P^j P s pression du fluide 

II-2 I) Equation de continuity s 

Cette Equation traduit la conservation de'Hfrasse. 
Soit un petit element de volume masse volumique P . 
La masse^tTde cet Element est constants si le mouvement est con- 
servatif (ni apparition ni disparition de fluide au cours du mou- 
vement ) s 

On a done d(£V) = 0 ou*Wd£+£dt:=o 

d f + -i- dtr= 0 

= dilatation oubique (voir cours 3 GP) de la transformation. 
Cette transformation pendant dt est ^ = u^ dt t g|g| eur ddplace- 

soit SS-e..-^. J^-dt- $S- + >I + 3L2)dt 
■C li dxT ^ x 'fcy 'Sz ' 



On obtient ainsi : A p ^"Su^ 



Exprimons la _derivee totale --g^- en i'onction des derivees partiel- 
les •» 5 £- et En effet, la derivee partielle repr^sente 

la derived en un point fixe alors que la derived totale / t est 
la derivee prise en suivant 1' element dans son mouvement. 
On a; 
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d e dx i + 

~7l ^ * t ~W "ST~ 



df - f x dx + 



f! dt les variables independantes etant 
x, y, z, t 



!) 



En remplagant dans 1' equation pr^cedente : 
"b t \"&x. TxT 1 VT h x. 



Soit 



3 



(3) 



ou 



+ div (£~T) = 0 



(3) 



au en developpant 



Remarques : I) gag d'un mouvement permanent : 

Un ecoulement est permanent lorsque le champ de vi- 
tesses ainsi que la pression et la masse volumique ne dependent 
pas du temps i 

L'equation de cont inuity se reduit a : 

(3)" 



div (£v) = 0 



II) Cas d'un fluide incompressible : ^ = Cte 
/ divT = 



0 



(3)"' 

L'equation de continuity exprime que le flux du vectour vites^e 
surtout d'une surface fermee est nul. 

I 1-2 2) Equations dynamiques i Equations d'KULER : 

Reprenons les equations 1-2 de la statique. L'ensemble des forces 
de volume et de pression doit maintenant satisfaire l'equation 
"?= F - — ^-grad~p 0 dans le cas de 1 ' hydrostatique ) 

On obtient done le systeme d' equation suivant i 

*i - h - -k & 



T. T- J- 



grad p 



l 
(4) 
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+ u. 



relation (2) 



soit 



X i ~ 



%u. 



(5) 



Soit en de>eloppant t 
^u 

Vv 



u 
u 



"b u 


*u 


*u 




I 


2z_ 


+ v tst- + 


w + 


TF" " 


X 


' T 


fcx 


+ V TT + 


bv 
w -flT + 


*v 

"ST" = 


Y 


i 
e 




^ w 

+ V TT + 


w TT + 


, ST = 


Z 


i 

" T" 


H- 



) 



7 



(5) 



Ces 3 equations sont les equations d'BULER valables pour un fluide 
par fait. 

II-2 3) Equation daracteristique du fluide : 

C'est I'equation d'Etat du fluide qui est donnee par la physique : 
* (p»f»T) ■ 0 . Elle a en general les formes suivantes : 

- pour un gaz parfait ou plutot ideal, le terme parfait £tant re- 
serve au fluide i p = f r T 

- pour un liquide i f (I +o| T +^T 2 -#p) = £ 0 

- pour un liquide incompressible : ^= f (T) 

II-2 4) Equation thermodynamique : 

Elle caracterise le type de transformation subie par le fluide en 
mouvement t 

- pour une transformation isotherme : T = Cte 
I' equation d'Etat s' eerie alors : 

Cte pour un liquide incompressible 

= Cte pour un gaz ideal 

- pour une transformation adiabatique s S = Cte 

- On peut encore admettre que ^ = Cte pour un liquide incomoressi- 
ble (S = f (T) done S = Cte entraine Cte) 

- pour un gaz ideal, on a la loi de LAPLACE : ■ £3 = Cte la trans- 

w 

formation etant supposee reversible (pas de frottement), le mou- 
vement est isentropique . 
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Les Equations pr£c£dentes au nombre de 6 permettent de determiner 
les 6 inconnues u, v, w, p, T qui d^finissent le mouvement 



d'un fluide. 

II-2 5) Conditions aux limites 



Conditions initiales t 



Leo equations precEdentes peuvent avoir une ou plusieurs solutions. 
Les constantes d 1 integration intervenant dans ces solutions seront 
determiners par les conditions aux limites at las conditions ini- 
tiales. 

- Conditions initiales s oe sont les valeurs da u f v, v, p,£ pour 

t = 0 

- Conditions aux limites t le contour d'un fluide est constitul 
par des parois fixes ou mobiles et das surfaces libres. 

Considerons d'abord le cas d 'une parol fixa d' Equation F(x,y, e)«0. 
La vitessa ^pour le fluide en contact avac la parol doit fetre 
tangente k la parol, soit o<u + £v +*v » 0 

Si la parol est mobile , son equation 
deviendra t F(x,y,s,t) * 0 
Les elements fluide s qui satisfont a 
catte equation v£rifient done 1 ' Equa- 
tion suivante (ils restent en contact 
avec la parol i F ■ 0) 




V 



-vr 
w 



hT "i F ^ F >F 

! Tr +u TT + v "57 + ,, Tr = 0 

Dans la cas d 'une surface libra , la pression etant constante p>p 0 , 
on a p(x,y,z,t) = p 0 

dp Bo d i 



On peut ecrire s 



dp dp 



x V e> y 



+ w 



I I -3 Dlf ferents types d'6coulementB : 
I 1-3 I ) Vecteur tourblllon t 



Nous avons <tudie an 3eme annee le tenseur |e^ ^ Jreprlsentant la ro- 
tation et la deformation subies par un <l<ment materiel t 

deformation rotation 
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i 



d^placement 



Pour une transformation infiniment petite qui a lieu dans l'inter- 
valle de temps t, t + dt, les displacements subiseent des variations: 

d *7i = u i dt 

Les tenseurs et t>^ ^ ont pour coordonn^es : 

~d U_. "&U. T *^U. C^U , 



ij - -r ( T5T 



s- 1 



fc j * X i ' " "'J 
La vitesse de rotation est representee par le tenseur 

ou le pseudo-vecteur T appele" vecteur tourbillon du champ de vi- 
tesses. 



-|-(rotT) i 

*i = Si 

*i " T { TT 

t - 1 <* u 
*2 T ( TT 

I / "fcv 



» -5- rot V 
-j-lirs 



(6) 



"bv 
T> z 

du 



) 



3 2 -^x dy 
La vitesse de deformation est le tenseur de coordonn^es s 

T ^ ± 

v ij " T- ( Tx- + 



k 3 

Considerons deux Elements de volume entourant deux points voisins 
M(xyz) et M'(x'=x+h, y'=y+k, z' = z+l) a 1 * instant t. 
-*|u 



Soient V v et V v» i e8 vitesses respectives en M et H 1 . 



On a les relations : 
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u' = u + h 
v' = v + h 
w * = v + h 







4f 




i^2L 


— 


+ 


+ 


>v 












+ 




+ 
















+ 


K, 5F 


+ 





Noue pouvons dcrire dif fe>emment oes relations en faisant appa- 
raltre la partie deformation et rotation de la transformation. 
II vient : 



Soit 



u 1 = u + h-yj- + 

, u , 
= u + h.^ + k v 



I , ,iv 
^ w 



-*v . 



v' = v + k 



w + 1 



12 + 1 V I 3 + 1 *2 



k t, 



+ h v J2 + 1 v 23 + h t ? - 1 tj 
+ h Vj^ + k v,^ + k tj - h t g 



la vitesse au point M* est la composition g£ometrique de 3 vitesses: 



.a 



une vitesse Tj \J t qui correspond 
& une translation en bloc a une 
vitesse V 

une vitesse dont le projections 
sont : r 1 = lt 2 - kt^ 

T 



r 2 = ht - ltj 
r^ = kt : - ht g 



qui correspond i une rotation en 
bloc h. la vitesse anerulaire T. 



- une vitesse dont les coiaposantes sont : 
dj = h^- + kv 12 + iv^ 

d 2 = hv 12 + kv 22 + lv„ 

d, = hv T , + kv„, + lv,.. 
3 13 23 33 

Gette vitesse correspond k une deformation P. 
Soit finalement . ul y ± t a KK' + D 



hv n + kv ]2 ♦ lv 1} 



(7) 
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T II "22 

REMARQUE S s I) Les quantites -|^-, 



v 33 

"7F 



sont des vitesses 



de deformation lineaire ou de dilatation. 
Un Element MM' parallele a Ox de longueur h se transforme en 
Mj Mj au bout d'un temps dt, de longueur h(I + dt). 

Les quantites Vjg, v^^, et v^representent des vitest.es de defor- 
mation angulaire (on retrouve la meme analogie que pour le tenseur 
deformation • 

La variation de 1' angle de 2 Elements paralleles initialement aux 

axes Ox et Oy font au bout d*un temps dt un angle de 

TT / ^u ^v 



•) dt 



2 v *by dx 
2) Les Equations d'EULEH peuvent se mettre sous une 



forme % On a : 



so3 



^u "Su. 
VTT - 2 T ij + Txf 



3 "iS, "^u. 



}it if i dr~ = x i - yt* " u j^xf- 

u >U .i I ^ u 2 I ^V 2 *S 



2 T id U 3 
^3 



2 T u - 2 T A V* 



3 



>u, 



">u 0 >J, 



^u^ Vu g 
Sx7~ "SocT 



"5x" 



Les Equations d'EULER ont alors la i'orme suivante : 



grad P + grad V 2 + + 2 "^T - o 



1J U j = 2 T ij U I + 2 % v + 2 T i 3 w 

,* u i *u > * u i !> v 
" ( Tx~ " Tx~) u + (Ty- " Txf 



*u 

-)v + (—-i. 



c>w 



,x. 



)w 



si i=I, on retrouve la Iere composante de 2"^lT 



I 
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11-5 2 ) Mouvements irrotatlonnels et rotationnels 



Circulation d'un vecteur : 

i n appelle circulation du vecteur le long d'une eourbe (C), l'in- 
te/?rale : f = | v~.aT =1 u dx + v dv + w dz (8) 



j/v*.d1T u dx + v dy 



La circulation le long d'une eourbe (C) fermee est donn£e par le 

theoreme de STOKES t la circulation 
du vecteur vitesse le long d'une 
eourbe i'ermee (C) est egale au flux 
du rotationnel de V a travers une 
surface limitee par la eourbe C. 

T.iTdS = 2HT.a1r 
IS JJS 
Mouvement irrotationnel : 

En general, la circulation du vecteur V varie avec la eourbe C 
choisie pour aller du point A au point B. 

Kile ne depend pas du chemin suivi si 

r A. 

u dx + v dy + w dz est une differentiel 
le totale exacte ou d'apres le theore- 

h 





me de STOKES 



Tot T = 0 



(9) 

Les mouvements qui satisfont a cette propria te sont appeles 

irrotatlonnels : le vecteur tourbillon ~T = -|- rot ~^est nul en 

tout point du fluide : la rotation instantanee d'un element de 
volume est done nulle. 

La condition rot = 0 exprime que le vecteur derive d'un po- 
tentiel : en effet on sait que rot grad 0 



Done 



"T- gra3* v ^(x,y, z, t) 



(10) 



u = 



_ v - 

i x d y * z 

La fonction *f(x,y , z, t) est appelee potentiel des vitesses . On 
dit aussi que le mouvement irrotationnel est un ecoulement 
potentiel ou a potentiel des vitesses . 
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REMARQUE : On aurait du en fait appeler la fonction -H'potentiel 
des vitesses d'apres la definition du potentiel : 
J? = - grad U 

La divergence de V est egale hAX : div grad*f = 

div T= AV 

Si le fluide est incompressible, on a div~^ = 0 (relation 3'") 
et 1' equation de continuity devient 1' equation de LAPLACE s 

(ID 



AH>= 0 



La fonction H* est harmonique . 

Inversement une fonction satisfaisant a 1' equation de LAPLACE 
peut etre consideree comme un potentiel des vitesses correspon- 
dent a l'ecoulement d*un fluide parfait incompressible. 
Mouvement rotationnel : Lorsque le vecteur tourbillon est diffe- 
rent de zero. 

I 1-4 Theoreme de BERMOUILLI : 

On suppose qu'on a affaire a un fluide parfait en ecoulement per - 
manent rotationnel ou non (p, P, T, independants t) (nous ne- 
gligeons la viscosite qui peut jouer un role important suivant 
les cas). 

Les forces de volume derivent d'un potentiel : "?*= - grad U(x,y,z) 
et la densite n' est fonction que de p ou constante. 
Multiplions scalairement les 2 membres de la relation (4) par 



dM = V dt d^placement reel du fluide s «= F - grad 



grad" p jj$T = dp gar -^jr- = 0 



P 



t 



dV 



"?.\Tdt = -|f .Td 

-oit _ivi = T.d?r - Jf. = - dv - 

si I'on suit un element fluide dans son mouvement 



En integrant 



— 7s=r 

v + u +\ 4e- • 

II ke 



Cte 



(12) 



1' integral e etant effectuee le long d'une ligne de courant d'une 
origine abstraite 0 jusqu'au point M ou la vitesse est V et le 
potentiel U. Si les forces de volume se reduisent aux forces de 
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gravity, V = gh. De plus si^ est constant (fluide icomnressible)', 




on a : 



+ gh 



It 



Cte 



(13) 



Ce sont les equations de BERNOUILLI (IJ38), fondamentales en me- 
canique dee fluides. 

Interpretation energetique du th^oreme de BERNOUILLI : 

ConsideVons 1' equation de BERNOUILLI pour un fluide incompressible: 

+ p + f gh = Cte 

V 2 

C g es * l'energie cine"tique par unit£ de volume du fluide. 
Le terme p +£gh repr^sente (confere chap. I) l'energie potentiel- 
le de l'unite de volume du fluide dans le charnr> de pesanteur et 
sous la presaion p. 

La somme £-*ts— + p + £gh correspond done a l'energie mecanique to- 
tal* par unite de volume du fluide et liquation de BERNOUILLI 
traduit la conservation de cette ^nergie mecanique totale au cours 
du mouvement permanent . 

On peut d'ailleurs retrouver le meme resultat en etudiant les e- 
changes energ^tiques d*un filet fluide avec l'exte>ieur (fluide 
parfait). Considirons une portion ABCD d'un filet 

(tube courant limite par une faraille 
de trajectoires) et appliquons le 
principe de conservation de l'^ner^ie 
au volume fluide ABCD qui au bout du 
temps dt vient en AjBjCjDj. 
Soient E l'^ner^ie interne massique, 
V 2 

i l'energie cinetique massique et 
U le potentiel de la force de masse, 
Q la quantity de chaleur fournie par l'exterieur a l'unite de mas- 
se du filet. 

Le travail des forces exte>ieures de contact est egal au travail 
dies forces de pression sur les sections AB et DC i 

Pj dSj Vj dt -p 2 dS 2 v 2 dt = (-^i-IS-Jq dt=(pj<j- p 2 <3^) q dt 
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<T* _ * volume massi 

dSj , Vj , pj etant la surface, vitesse et pression de la section 
droite AB 

dS 2 , v 2 , p 2 dtant la surface, vitesse et pression de la section 
droite CD 

q = dibit en masse du filet = \o"T.dT 

pour un Icoulement permanent conservatif, le debit en masse est 

constant le long d'un tube de courant : 

On a done fjVjdSj dt * f 2 V 2 dS 2 dt = dm = 1 dt 

dm = masse contenue dans ABAj Bj. ou DCDjCj 
Le prinoipe de conservation de l'lnergie s'lerit done pour une 
masse unite ^ + u + + p<|^ = Q 

ty. La conservation de 1 1 energie s'lerit : premier prinoipe 

_dW + ^dQ - dC^ * dE 

travail des forces chaleur recue energie 

ext6rieures par le cin^tique 

(travail recu) systerae 

, -d* - ^-dU -pdv 

travail des forces C travail.des. forces travail des forces 

de volume — ) dlrivant d'un de pression : dans 

I potentiel le cas d'un fluide 

soit finalement s , ... 

dQ = dC + dE + dU + pdv 



Q 



La fonotion E + p<T = enthalpie massique = H 

On obtient done f„ ± „ V 2 7 2 

In + U + -g 'I = 

Pour un fluide par fait s dH =<fdp + T dS 

mais dQ « T dS 
,2- 



II vient 



[u + -J-J 2 +j^dH *J? dQ 



+ T dS - T dS = 0 
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On retrouve l'equation de BERNOULLI ( eq. 12) 

si U = gh et si£ = Cte (fluide i so volume), on retrouve liquation 
(13). 

Remarque t Si le mouveaent est adiabatique i Q « 0 it 
on 



a f v 2 T2 

Ih + -j — + uj »o 



soit % 

H ♦ -j— + U - Cte le long d'un filet 

Application aux gag : 

Dans le cas d'un gaz, les forces massiques sont en general negli- 
geables. La theorems de BERNOULLI e'ecrit done t 

,r2 



Dans le oas d'une definition adiabatique t « ■ + H - Cte 

Si le gaz s'£coule par une tuyere d'un reservoir ou la pression 

„, t absolue T 0 vers une enceinte ou la pres- 
sion est j^j <v e , on peut negliger la vitesse V 0 dans le reservoir 

forsule de SAINT-VSNANT et 
2 " " w v VENTZEL 



et on a alors t V 2 _ H'Sdj 



JL _ Ho _ Hi foraiule de ZEUN1R 



Cas d'un gaz poly tropioue t p = k £ k ou ^ =» bp^ 



f dp I I -ft k p 

J C b ( I - ft) P "Rf" 



Soit v 2 2k , « P 



Cas d'une transformation adiabatique s 
L'enthalpie a pour valeur t 
H = E + pfl"= C y T + rT - Cp T 

Soit V 2 . 2 C p (T e - T) 

mais T - -j^- et r = C p - C y = C p _£p_ 
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On obtient ainsi pour V une expression identique a 1' expression 
precedente ou k est remplace par^. 

Les vitesses des gaz et les variations de temperature sont tres 
importantes. Ainsi pour l'air (^=1,41 £=1,293 kg/m 5 a 0° et 
I atm.SSIO^ Pa) detendu de 10 a I bar, la vitesse V est egale a s 
(t» initiale : 290«K) 0,41 

' 2 - -fts- « Trfer « -m- £ - <4>> > 5 

= 57 £l - °»5I2j IO 4 m 2 s~ 2 
V *r 530 m/s 



T p I P I 



= 0,512 soit T = 148 o K 

„ I/Jf „ I-I/fr 



Generalisation de la relation de HERNOULIiI 

Les frottements dans les fluides provoquent une transformation d'^- 
nergie mecanique en energie thermique. Ces frottements sa compor- 
tent comme un recepteur qui absorbe une energie mecanique R par 
unite de masse de fluide qui la traverse. 

II peut exister de veritables recepteurs hydrauliques (turbines) 
qui absorbent 1' energie du fluide pour la transformer sous forme 
mecanique, electrique, etc... 
La conservation de 1* energie s'ecrit alors : 



Si le fluide est incompressible et si U = gh, on obtient t 

Vo P? V? PT 
£_ + gh 2 + — =- * R - — — ♦ gh 2 + —~ 

° 72 72. 



ou 



2 ■ P * + eR = e4 L - + 



pour un recepteur 



Relation valable pour un fluide incompressible en mouvement per- 
manent dans le champ de pesanteur. 
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y2 _* y2 p. 

La quantite + = -5^- + -^-g + h = = charge totale 

f(homogene a une 
g = poids volumique du fluide. longueur) 



fr 



^ f + h ■ hauteur piezometrique. 



S 

Inequation prec^|ente s'ecrit encore _• ^ 
v 2 P* R Vj Pl 

TT + TT + — = TF + "rfF 

Lors de la traversee du recepteur, il y a un abaissement de la 
charge totale de — — . 

II existe naturellement des gen^rateurs (pompes) qui fournissent 
de l'energie mlcanique R par unite 1 de masse du fluide et qui aug- 
mentent la charge d'ecoulemant. II suffit de changer le signe de 

JL , vf P * f» P * R 

g ~w T*~ = 7* r 

II-5 Theoreme d'EULER t 

II-5 I) Rappel du th^orente du centre d'inertie (ou de gravity) t 

La derived pnr rapport au temp6 de la quantity de mouvement d'un 

point materiel est 6gale ?i la force appliqu^e t c'est la rel^t.ion 

fondamentale de la dynamique du point materiel. 

dmv 



forces applijuees : forces de surface et forces de volume. 
Pour un systems de points materiels, ^pn a la relation : 

d'ou Theorfeme de centre d'inertie : Le mouvement du centre d'iner- 
tie & du syct- me est celui d'un point materiel (J nvant pour • as :;e 
la masse totale du systfeme et qui serait soumis a la force total- 
appliquee au systeme. 

II-5 2) D^bit massique : 

Le debit massique a travers une surface 3 est >'£ral- \ : 



q =^TdT = |c, n dS 
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vecteur unitaire n 





Q. 

q = 



=J* £(u<^ + vf + w^)dS 

J (udydz + vdzdx + wdxdy) 



Cas d'un tube de courant s 

Pour un Ecoulement permanent et conservatif, le debit massique est 
constant le long d'un tube de courant. 

Considerons en effet la surface fermee comprise entre 2 sections 
A et B du tube de courant. 

Aucune masse de fluide ne traversant la sur- 
face laterale, les debits a travers les 2 sec* 
'tions A et B sont identiques. 
Si les sections S A et sont suffisamment pe- 
tites (filet de courant) (p,V et ^ constants 
pour chaque section) on pourra ecrire : 

e A v a s a - C B V B S B ' 

Remarque : debit en volume est q 




dS 



II-5 3) Theoreme d'EULER : 

Soit un ecoulement permanent de fluide incompressible. Considerons 
le systeme materiel forme" par la partie du tube de courant compri- 
se entre les 2 sections A et B au temps t. Nous supposerons que le 
tube de courant est assez £troit pour que dans une section droite, 
les quantites p, ^ ,V restent constantes 

A 1* instant t+dt, la m&me 
masse de fluide sera com- 
prise entre les sections 
A' et B'. L ! ecoulement e- 
tant permanent, la masse 
de fluide comprise entre les 
sections A' et B* est la m§me h 
1 ' instant t+dt qu'a l'instant t 
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Si q est le debit mat. ique a travers le tube de courant, Vj et Vg 
les vitesses en A et B, les masses de AA' et BB 1 sont £gales a 
dti = q dt. La variation de quantity de mouvement dim "^pendant le 

temps dt est done epale a : 



q V 2 dt 



q Vj dt 



On en deduit que 



q(V 2 -Vj) = «i 



(15) 



Z.1^repr£sentent les forces apnliqu^es «u volume du tube de cou- 
rant compris entre A et 11 | elles comprennent : 

- les forces de volume P due h la pesanteur 

- les forces de surface : forces de presfion exerc^es sur toute la 
surface de 1' element consider par le fluide exterieur ou les pa- 
rol s : ~R* 

i :s =s =s — =c — t 

Th^oreme d'EULER 



On aura done 



R + P 



qV„ : d£bit de quantity de mouvement sort opt par la seotion B 

-qVj t " n n A 

Le raisonnement prdc^dent peut se K^neraliser au cas d'une surfa- 
ce fermee S tracee dans le fluide. 

Pour un Element de surface dS, il sort 
par unite' de temps un debit de masse 
egal a : 

d ( » ( 3?.T= (dS V n 
La quantity de mouvement correspondante 




est : 



d^T= ^ dS v n V 



On comptera positivement une quantite de mouvement qui inVrt (kins 3 
et nEgativement toute quantity qui en sort. 
On aura dene 1'egalitE suivante : 
Jdq T= J(dS V n T=» r (16) 

Xp reprEsentent le systeme des forces appliquees au fluide conte- 
nu dans S. 

d'ou le theoreme d'EULER : 

En regime permanent, le d£bit total de quantity de mouvement 
sortant de S est Equivalent au systeme au systeme des forces 
appliquees au fluide que contient la surface S. 
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REHAKQUE ; 

Le theorems d'EULER ne fait pas intervenir la conser- 
vation de l'energie mecanique. 11 permet la determina- 
tion des forces agissant sur un volume de fluide con- 
naissant seulement les vitesses des elements situ£s 
sur la surface qui limite le volume . Ce th^oreme est 
applicable aussi bien aux fluid es par f aits qu'aux flui - 
desrj|els. 
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